Nguyén T6 Son Chung minh lai thuét todn Dijkstra
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Nguyén T6 Son Chung minh lai thuat toan Dijkstra

1. Ly do chon dé tai

Mang mdy tinh ngdy nay da tré thanh mét linh vuc phét trién va {mg
dung cbt 15i cua cong nghé théng tin. Mot trong nhitng tac vu chu yéu luén
luén dugce thuc hién trén mang 1a truyén tai théng tin. Van dé 1am sao c6 thé
truyén duoc théng tin d6 theo moét con dudng c6 chi phi thip nhét. Va mot
trong nhitng thuit todn tiéu bidy gidi quyét dugce vin dé& d¢ 13 thuit toan
Dijkstra.

Thuét toan Dijkstra‘ mang trén nha todn hoc nguoi Ha Lan 13 Edsger
Wybe Dijkstra duoc dé xudt nam 1959, Tir d6 trér thanh di o nhiéu tng
dung thuc tién trong toan hoc roi rac va may tinh dién tir. Déng thoi cling ¢
nhiéu phép ching minh xuit hién, Tuy nhién, cdc chimg minh thuong ning
né vé nhitng kién thuce toan hoc gdy kho khin cho sinh vién trong qua trinh
tim hi€u. Vi vdy, can thiét phai cé mot phép chimg minh thudt todn nay sao
cho vira dam bdo yéu ciu chit ché vé mat todn hoc vira dua ra cho sinh vién
nhimg hiéu biét that d& hidu vé mdi lién hé truc tiép giita qua trinh thiét ké
thudt todn véi phép chimg minh. D6 cling 1a diéu ma tac gia cua thuit toan
Dijkstra da yéu cau.

2. Nhiing kién thirc lién quan
2.1. Gidi thigu vé Ii thuyét do thi

2.1.1. Pinh nghia
Do thi duoc hiéu 1a mot bé hai tap hop hiru han: T4p hop dinh va tap hop
céc canh ndi céc dinh nay véi nhau.
Vidu:G=(V, E)
Trong do:
V: tdp hop dinh ,
E: tdp hop canh (canh c¢6 hudng hoic vé hudng no6i hai dinh
(khong nhat thiét phai phan biat))

Hinh 1. PJ thj
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Nguyén T6 Son Chirng minh lai thuét todn Dijkstra

2.1.2. Phén loai db thi

2.1.2.1. Po thi vo hwéng va dé thi cé hudéng
D6 thi v6 hudng G = (V, E): tédp canh E khong phén biét canh néi tir dinh
X dén dinh Y v&i canh néi tir dinh Y d&én dinh X.

D6 thi c6 huong G = (V, E): tép canh E phén biét canh ndi tir dinh X dén
dinh Y v&i canh néi tir dinh Y dén dinh X.

Hinh 2. D6 thi ¢6 hudng

2.1.2.2. Do*ndothlvadadothl

DPon d6 thi G = (V, E): tdp canh E 14 tép cic cdp khong c6 thit tu gém hai
thanh phan tir khac nhau cua V goi 12 céc canh.

Pa d6 thi G = (V, E): E 12 ho céc cap khong c6 thit tu gdm hai phén tir
khac nhau ctia V goi 1a céc canh. Hai canh e, va e, duoc got la canh lap néu
ching cung tuong duong véi moét cap dinh.

Hinh 3. Pa d6 thi

2.2. Mt 56 dic diém ciia do thi

2.2.1. Pwong di trong db thi

Mot day canh ey, e,,..., e dugc goi la day canh ké tlep néu nhu ton tai cc
dinh Py, Py,..., Py sao cho e; = (Pi.1, P;) (canh ndi P;.; vo1 P)).
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Nguyén Té Son Chirng minh lai thudt toan Dijkstra

Mot ddy canh ké tiép e, e,,..., e goi 1a duong di néu nhu khéng c6 dinh
nao xuat hién trén day canh qua mét 1an. Néu P, Py,...,Py tng vdi diy canh
€1, €2,..., €k thi Pi = Pj.

2.2.2. D3 thj lién théng

Hai dinh cia d6 thi duoc goi 14 lién théng v6i nhau néu ching c6 mot
dudng di tir dinh nay dén dinh kia.

DO thi dugc goi 12 d6 thi lién théng néu hai dinh bt ki cga né lién théng
v01 nhau.

2.3. Biéu dién db thi

2.3.1. Bi¢u din db thi bing ma trin k&
Xét d6 thi vo huong G = (V, E), vé6i tip dinh V = {1,2,...,n}, thp canh E
= {e1, €2,..., €n}. Ta goi ma tran ké cia d thi G 12 ma trin A thoa man:
A= {aij . 1,_] = 1, 2,..., I'l}
v6i cic phin tir cia A dugc xéc dinh theo qui tic sau day:
a;=0néu(i,j)e Evia;=1néu(,j) e E, véi ,j=1,2,...n

2.3.2. Bi€u dién d thi bing ma trin trong sé

Biéu dién d6 thj bing ma trén trong sé twong tw nhu bidu didn dd thi bang
ma trén k€, chi khac ma trdn A duogc xac dinh nhu sau:

Gén a; gié tri trong s6 canh ndi i vdi J. Trong truong hop khong ¢ canh
ndi i vdi j ta g4n aj; gia tri +oo,

3. No§i dung chinh

3.1. Bai todn tim dwong di ngdn nhat va thudt todn Dijkstra
Bai toan tim dudng di ngin nhét duoc phat biéu nhu sau:
Cho db thi don lién théng G = (V, E) ¢6 trong sb khong am. Tim duong
di v&i do dai nho nhat tir mt dinh xuat phét a t6i tht ca cac dinh con lai cua
d6 thi. ,
V61 bai todn trén, ta c6 thudt todn Dijkstra dugc viét trén ngdn ngir tya
Pascal nhu sau:
Procedure Dijkstra (G: d6 thi don lién thong co trong sb khong am);
{ Dénh 6 cdc dinh cia G: a = v, vi,..., v, = b, ndi v& gan thém
trong sé céc canh khong c6 trong d6 thi boi +eo }
Begin
1. For i:=1 to n do L(v;):= +oo;
L(a):=0;
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S:=;
{ Gan nhin cac dinh, bat dau véi nhan cia a 1a L(a) = 0, con
céc dinh khéac cé nhan bang +oo. Tép S la tat ca cac dinh trong
qué trinh thuc hién dugc géan nhan ¢6 dinh (khong can sira nhan
nita dén khi két thuic thudt toan), cac dinh con lai goi 1 c4c dinh
c6 nhin tam thoi. Ban ddutip S 1a tap rong }
2. While <vén con dinh ¢6 nhan tam thoi> do
Begin
w:= <dinh c6 nhan tam thdi nhod nhét>;
S:=S U {u};
For <tit ca cac dinh v ¢ nhan tam tho1> do
if L(u) + G(u, v) <L(v) then L(v):= L(u) + G(u, v);
{ Thém vao S dinh c6 nhan tam thdi nhé nhét va stra d6i
nhén cua céac dinh c6 nhan tam thoi con lai }
End;
End;

3.2. Vi du minh hoa
Cho db thi sau day, tim duong di ngan nhét tir a t3i b.

Ta minh hoa céc budc cia thuc hién thuat toan bang dé thi:
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Chirng minh lai thuat todn Dijkstra

C6 dinh nhan dinh E, stra lai nhin dinh F
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C6 dinh nhén dinh F, stra nhan cac dinh G, B
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Nguyén T6 Son Chung minh lai thuat toan Dijkstra

C6 dinh nhan dinh G, sira lai nhén dinh B
A

C6 dinh nhéan dinh B, két thic thuat toan.

Vay duong di ngan nhét tir A t6i B ¢6 d6 dai 12 6.
3.3. Phédn tich thudt todn

3.3.1. Phép chirng minh truec tiép
Hién nhién thuét toan luén dimg.
Ta tién hanh phan tich thuat toan thanh nhitng budc sau:
Budce 1:
» Gdn nhan cho dinh a nhan L(a) = 0, cac dinh con lai ¢6 nhan 14 +oo.
> Tap S cac dinh cé nhan cé dinh ban ddu dugc gan bing &.
Budce 2:
> Kiém tra xem con dinh nao mang nhan tam thoi khéng. Néu khong thi
két thuc thuat toan.
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Nguyén Té Son Chung minh lai thudt todn Dijkstra

> Tim trong s6 nhitng dinh c6 nhan tam thoi, dinh c6 nhin tam thdi nhé
nhét, gia sir d6 1a dinh x. Cé dinh nhan cho dinh x (K&t nap x vio tap
S).

> T)rong cdc dinh y ké voi x va dang c6 nhén tam thoi ta thuc hién:

Néu L(y) > L(x) + G(x, y) thi gén lai L(y) = L(x) + G(x, y)

Tai c4c thoi diém ma L(y) duogc gén nhidn nhin lai thi gia tri ciia nd
chi ¢6 gim di ma théi. Vay khi két thic thudt todn v& véi tht ca cac
nhan x dwoc ¢6 dinh trude, khéng ton tai dinh y k& véi x,nhungech
dinh sau ma L(y) > L(x) + G(x, y). Diéu nay dong nghia, khi két thic
thuat todn thi L(y) < L(x) + G(x, y). Tir ddy suy ra khi két thic thuat
todn thi G(x, y) = L(y) — L(x).

Bay gio ta chi xéc dinh dudng di ngén nhat tir a t6i b do viée x4c dinh cdc
duong di ngén nhat xut phét tir a téi céc dinh khac hodn todn fwong tir.

Khi thudt toan két thiic, ta xdc dinh duoc dinh u, k& b ¢6 tinh chit L(b) =
L(u;) + G(uy, b). Dinh u, nhu thé luén tdn tai vi L(b) giam dan trong qua
trinh tinh todn con u; chinh 12 dinh cudi cing dé giam L(b). Ttr day suy ra:
G(u;, b) =L(b) - L(w). ‘

Tuong tu ta cing tim duoc dinh u, ké v, sao cho: L(u;) = L(uy) + G(uy,
UQ_)
Day L(b), L(w,), L(w), ... gidam dén thuc sur, vi vy, dén mot Iic ndo d6 sé
co L(ugsy) =0, tc la up = a.

Viy ta co:

G(u;, b) =L(b) — L(w)
G(uz, u1) = L(w) — L(uy)
G(a, uk) = L(Uk) - L(a)
Go1 o Ja con dudng auguy.;...usu;b.
Goi D(a) 1a trong s dudng o. Khi dé:
D(o) = G(a, w) + G(uk, Wey) + ... + G(uy, up) + G(uy, b)
= [L(u) - L(a)] + [L(uk1) — L(uo] + ... +[L(w;) — L(uy)] + [L(b) - L(u,)]
=L(b) — L(a) = L(b) (Do L(a) = 0).

Nhu viy trong s6 con dudng o cé gid tri 1a D(o) = L(b). Ta s& ching
minh o 14 dudng di ngin nhét ndi a véi b.

That véy, gia st B 14 mot con dudng bat ki ndi a v6i b. Ta s& ching minh
D(B) 2 D(a). ‘

Ta dat B = xeX;X,...XX¢+1, c4C dinh x, va X3 ké nhau véi 0 <k <t trong
dé xp=avaxu, =b.
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Do khi két thuc thuat toan mot trong hai dinh x; va Xy phai cé dinh dugce
¢6 dinh truéc, mét dinh duge ¢b dinh sau. Gia sir dinh dugc cb dinh trude dé
lax, goidinh conlailay.

Vay:

L{y) sL(x) +G(x,y)
= G(x,y) 2 L(y) - L(x)
= G(x,y) =2 | L(y) - L(x) |
T day suy ra: G(xy, Xi+1) = G(Xs1, Xk) 2 | L) — L(xy) |
Ta co: D(B) = G(a, x;) + G(x), x) + ... + G(xy, b)
2| L) —L(a) | + | L(x2) = L(x)) | + ... + | L(b) - L(x,) |
2 | [L(x1) — L(a)] + [L(x2) = L(x,)] + ... + [L(b) — L(x)] |

=|L(b) - L(a) |
=[L(b) | (Do L(a) = 0)
= L(b) = D(cv).

Vay o chinh la dwong di ngén nhit tir a t6i b va theo cich chirng minh
L(b) chinh 1a trong s6 cua duong di ngan nhat tir a téi1 b.

3.3.2. Phép chirng minh qui nap
Hién nhién thuat to4n ludn dimg,
Trude tién, ta chimg minh nhan xét: véi moi w e V va véi moi thei diém
thuc hién thuit todn ta ludn cé: C(a, w) < L(w), trong dé C(a, w) la d6 dai
dudng di ngan nhét tir a t6i w.
That vay, ta xét hai trudng hop sau:
> Tai thoi diém d6 w chua dugc stra nhan, vay thi nhin cua w van la
L(w) = +oo. Khi d6 hién nhién: C(a, w) < L(w).

> Tai thoi diém d6 w da duoc sira nhan. Theo dai thuat toan: khi do
L(w) s€ la d6 dai duong di nao d6 ndi hai dinh a va w. Do C(a, w) la
do dai duong di ngén nhat tir a téi w nén C(a, w) < L(w).

Tém lai, ca hai trudng hop ta déu thu duoc: C(a, w) < L(w).

Tir nhén xét trén ta thu dugc C(a, w) < L*(w), véi L*(w) la gia tri cua
L(w) khi thuat toan két thuc.

Gia st thir tu cdc dinh dat vao trong S 14: xo, x,..., Xp.

Ta s& tiép tuc ching minh rang: L*(x;) < L*(xi+)) Vi, 0<i<n

Khi thyc hién xong vong lap thir i (chon dinh x, dat vao S) thi luc d6 x,.,
¢ Snén:

L*(xi) = Li(xi) € Li(xis1) (%)
(Li(x) 1a gid tri cua L(x) & vong 1ap thir i)
Khi thuc hién xong vong lap i + 1, ta cé:

Trang 13




Nguyén Tb Son Chirmg minh lai thuit toan Dijkstra

L*(Xi+1) = Lisni(Xis1)

= | Li(Xi+1) neu Li(xi+1) € L*(x;) + G(x;, xi1) (1)
L*(x;) + G(xj, Xi+1) né€u Li(Xi+1) > L*(X;) + G(x3, Xi41)  (2)

Vi truong hop (1), theo (*) ta co:

L*(Xi+1) = Li(xi#1) 2 L*(x)).

Véi truong hop (2) thi hién nhién: L*(x;4,) > L*(x;).

Vay trong cé hai tru(mg hop (1) va (2) ta déu c6 L*(x;s;) 2 L* (x1).

Nhu the neu x dugc co6 dinh nhén trude y thi: L*(x) < L*(y).

Trd vé van dé chinh, ta chimg minh khi dinh x duoc gan nhan c¢6 dinh thi
d6 dai duong di ngan nhit tir a ti x 1a L*(x) bang phuong phap qui nap.

>

>

Co s& qui nap: R rang khi thuc hién khi dinh a dugc ¢6 dinh nhan thi
L*(a) =0, hién nhién day la @6 dai duong di ngan nhit tir a t6i a.
Phéan qui nap:

Gia sir L*[u] 12 6 dai duong di ngan nhat tir a téi u vdi u la dinh
dang dugc gan nhén ¢ dinh. Ta s& ching minh dinh duoc gan nhéan
cd dinh tiép theo trong qua trinh thye hién thuét toan la t s& c6 d6 dai
duong di ngan nhat tir a téi t [a L*[t].

Trong phép chimg minh tryc tiép ta da chimg minh duoc rang: khi
thuc hién xong V%egh%o dinh nhan cho t thi nhitng dinh ké t va duoc ¢
dinh nhén trudcx-déu thoa man L*(t) < L*(x) + G(x, t) va L*(x)ladd
dai duong di ngan nhat tr a t&i x. Vi vay, néu duong di ngéan nhét tir a
td1 t ¢6 cac dinh nam tron ven trong tap cac dinh d3 dugc ¢6 dinh nhan
S thi n6 phai la L*(t) vi L*(t) cling chinh 1a d6 dai mot con dudong nao
d6 nbi a véi t.

Viéc con lai, chi can ching minh L*(t) ciing 12 nho hon céc duong
di tr a to1 t trong d6 ¢d nhitng dinh khéng thude S.

Gia st dinh dau tién thude S trong duong di tir a tdi t 1a u, dinh ké
u tiép theo trong dwdng di 1a v s& 12 dinh dau tién chua thude S. Vay
duong di d6 duoc mo ta: A = a.uv..t. Goi D(a, t) la trong s6 dudng di
cua A.

Do v chua duoc ¢b dinh nhan va viée ¢b dinh nhan cua v s& duoc
thuc & mét budc nao @6 sau t nén L*(t) < L*(v).

Ciing theo phan ching minh truc tiép ta c6: L*(v) < L*(u) + G(u,
V) nén:

L*(t) S L*(v)
<L*(u) + G(u, v)
< D(a, u) + G(u, v)
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T
<D(a, u) + G(u, v) + D(v, t) = D(a, ).
Nhu vay, ta dd chirng minh dugc L*(t) nhé hon hoic bang do dai
D(a, t) cia mot duomng di bat ki tir a tdi t. Vay L*(t) chinh 1a duong di
ngin nhit tir a téi t.

4. Panh gia va huéng phat trién
Trong qué trinh chimg minh thuit toan Dijkstra bang hai phép chung
minh: chimg minh truc tiép va chung minh qui nap ta thu duoc nhitmg két
qua sau:
> V&1 phép ching minh qui nap, ta da chi ra, két thic thuat toan, dinh
nao dugce c6 dinh nhan trude thi s& cé nhin nhé hon hoic bang nhan
ctia dinh dugc cé dinh sau dé.
> Két thic thuat todn, nhén cua céac dinh 1a d6 dai duong di ngan nhat tir
dinh ngudn tan do.
Duong di ngan nhat tir dich Ryt nguén la dudng di qua cac dinh duoc
c6 dinh nhan trude dinh nguon
» V&i phép ching minh tryc tiép, trong qua trinh chimg minh ta da chi
ra dugc rang dinh dugc stra nhan cudi cung cho dinh dich nam trén
duong di ngan nhat tir nguén téi dich. Nhu vy, néu ta luu dinh sua
nhan cho dinh nguon thi khi két thic thuat toan ta tim dugc dinh sua
nhin cudi cling cho dinh dich. Ctt nhu thé 1in vé t&i nguén. Viéc luu
trr dinh trude do s€ tang hi€u qua trong qud trinh tim dudng.
Nhitng két qua nay s& 1a tiéu chuan danh gia duoc sir dung hau hét cho
cac thudt todn tim duong di sau nay.
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