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CƠ BẢN VỀ QUY HOẠCH ðỘNG 

Nguyễn Tô Sơn 

Hiện nay, bộ môn Tin học ñã ñược ñưa vào trường phổ thông. Giờ ñây, các em 

học sinh lớp 11 ñã ñược cung cấp những kiến thức căn bản ñể có thể lập trình. Trong 

bài viết này, tôi mong muốn giúp ñỡ các em học một kiến thức nâng cao hơn so với 

chương trình sách giáo khoa về thuật toán Quy hoạch ñộng. 

Ta làm một phép so sánh giữa thuật toán Quy hoạch ñộng và Chia ñể trị. ðiểm 

giống nhau giữa chúng là thực hiện chia bài toán thành các bài toán con nhỏ hơn có 

cùng một loại vấn ñề, giải từng bài toán con ñó một cách lần lượt, sau ñó kết hợp các 

lời giải con ñể thu ñược lời giải của bài toán nguyên thủy. 

ðiểm khác biệt giữa chúng: Chia ñể trị chia bài toán thành các bài toán con ñộc 

lập, sau ñó các bài toán con này ñược giải một cách ñệ quy, và cuối cùng tổng hợp 

các lời giải của bài toán con ñể ñược lời giải của bài toán ñặt ra; còn ñặc ñiểm của 

Quy hoạch ñộng là nó chia bài toán thành các bài toán con không ñộc lập, có nghĩa là 

các bài toán con cùng có chung các bài toán con nhỏ hơn (còn gọi là các bài toán con 

gối lên nhau). ðiều ñó có nghĩa rằng, Quy hoạch ñộng giải ñi giải lại một bài toán 

nhưng nó sẽ sử dụng một phương pháp hiệu quả hơn. Trong khi ñó, nếu sử dụng Chia 

ñể trị sẽ lãng phí rất nhiều thời gian giải lại các bài toán con ñó. 

Như ñã nói ở trên, ñể tránh tình trạng giải ñi giải lại một bài toán, Quy hoạch 

ñộng thực hiện phương pháp lưu trữ kết quả của các bài toán con ñó trên một bảng. 

Khi cần tìm kết quả của một bài toán con nào ta chỉ cần lấy trực tiếp từ bảng ra. 

Tuy nhiên, cái khó nhất ñể giải một bài toán Quy hoạch ñộng (QHð) là ở chỗ, ta 

biết rằng nó là một bài toán QHð, nghĩa là cần phải xác ñịnh ñược cấu trúc con tối ưu  

(các bài toán con gối lên nhau) của bài toán ñặt ra. ðể giúp các em tiếp cận dễ dàng 

với thuật toán này, tôi ñề xuất việc giải quyết thuật toán này theo 5 bước như sau: 

Bước 1: Xác ñịnh cấu trúc con tối ưu của bài toán. 

Bước 2: Xây dựng công thức truy hồi thể hiện mối quan hệ giữa các bài toán 

con. Trong các bài toán QHð thì nó có một tên gọi mới là công thức 

QHð. 
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Bước 3: Xác ñịnh trình tự tính toán như thế nào cho hợp lý? Nghĩa là: làm thế 

nào ñể trước khi giải bài toán con nào ñó ta ñã giải cái bài toán con 

nhỏ hơn nó rồi. Bước này là bước xác ñịnh ñâu là bài toán con, ñâu là 

bài toán lớn hơn. 

Bước 4: Giải quyết trực tiếp các bài toán con cơ bản như thế nào? 

Bước 5: Dựa trên giá trị tối ưu của các bài toán con xác ñịnh ñược từ công 

thức QHð tính toán, truy vết tìm ra nghiệm của bài toán ban ñầu. 

Ở ñây, bước 1 và bước 2 có mối quan hệ chặt chẽ với nhau. 

ðể các em có thể hình dung cụ thể từng bước thực hiện như thế nào, tôi sẽ viết 

chi tiết nội dung giải hai bài toán QHð cơ bản: 

• Tìm mảng con liên tục có tổng lớn nhất. 

• Giải bài toán nhân ma trận 

1. Tìm mảng con liên t ục có t ổng lớn nhất 

Chúng ta sẽ tuần tự thực hiện 5 bước trên: 

Bước 1: Xác ñịnh cấu trúc con tối ưu của bài toán 

Ta ñã ñạt ñược việc xác ñịnh ñược cấu trúc con tối ưu cho bài toán, ñiều này 

ñược chứng tỏ bằng bước 2 ngay sau ñây: 

Bước 2: Xây dựng công thức QHð 

Do mảng con liên tục lớn nhất từ a1 tới ai hoặc là chứa ai-1 hoặc là không 

chứa ai-1. Trường hợp không chứa ai-1 thì mảng con liên tục ñó chỉ chứa một 

phần tử là ai mà thôi (vì yêu cầu mảng phải liên tục). Vậy: 

L(i) = max{a[i], L(i-1) + a[i]} 

Bước 3: Xác ñịnh trình tự tính toán thế nào cho hợp lý? 

Bằng cách tiếp cận tự nhiên, chúng ta xác ñịnh ñược: mảng con liên tục có 

tổng lớn nhất cần tìm sẽ phải kết thúc tại một trong n vị trí: hoặc 1,  

hoặc 2,…, hoặc n. Vậy nếu ta gọi L(i) là tổng của mảng con liên tục có 

tổng lớn nhất lấy từ miền a1 ñến ai và phần tử cuối cùng là ai thì tổng của 

mảng con liên tục có tổng lớn nhất là: max{L(i) với 1≤ i≤ n}. 
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Trường hợp ñơn giản này chỉ cần tính toán theo trình tự tự nhiên. 

for i:= 2 to n do 
 L[i]:= max(a[i], L[i-1] + a[i]); 

Bước 4: Xác ñịnh bài toán con cơ bản 

L[1]:= a[1]; 

Bước 5: Truy vết, tìm nghiệm 

max:= - ∞; 
for i:= 1 to n do 
 if L[i] > max then 
 begin 
  max:= L[i]; 
  k:= i; 
 end; 
 
i:= k; 
while max > 0 do 
begin 
  writeln(i, a[i]); 
  max:= max – a[i]; 
  i:= i – 1; 
end; 

2. Giải bài toán nhân ma tr ận 

Cho dãy ma trận A1,A2,…,An với kích thước các ma trận cho bởi dãy d0,d1,…,dn. 

Trong ñó ma trận Ai có kích thước di-1×di. Hãy xác ñịnh trình tự nhân tối ưu cho dãy 

ma trận trên. 

Bước 1: Xác ñịnh cấu trúc con tối ưu của bài toán 

Gọi F(i,j) là số phép nhân tối ưu ñể tính tích các ma trận từ Ai ñến Aj  

(Ai.Ai+1…Aj) 

Bước 2: Xây dựng công thức QHð 

Ta có thể tính Ai.Ai+1…A j bằng cách chọn một vị trí k nào ñó ñể ñặt dấu 

ngoặc theo trình tự: 

A i.Ai+1…A j = (Ai…Ak).(Ak+1…A j) 
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Ma trận kết quả của phép nhân (Ai...Ak) có kích thước di-1×dk, ma trận kết 

quả của phép nhân (Ak+1…A j) có kích thước dk×dj. Với cách ñặt ñó ta sẽ mất 

F(i,k) phép nhân ñể có kết quả trong dấu ngoặc thứ nhất, mất thêm F(k+1,j) 

phép nhân ñể có kết quả trong dấu ngoặc thứ hai, và cuối cùng mất di-1dk.dj 

ñể nhân 2 ma trận kết quả ñó. Từ ñó tổng số phép nhân của cách ñặt ñó là:  

F(i,k) + F(k+1,j) + di-1.dk.dj 

Ta chọn vị trí k cho số phép nhân cần thực hiện là ít nhất: 

Bước 3: Xác ñịnh trình tự tính toán thế nào cho hợp lý? 

Ta có nhận xét: ðể tính ñược F(i,j) ta phải tính F(i,k) và F(k+1,j) trước. Vậy 

ta cần tìm trình tự tính toán thế nào cho hợp lý. 

Tôi ñề ra một giải pháp bằng cách tiếp cận ñơn giản: j-i lớn hơn k-i và j-k. 

Vậy ta tính theo trình tự: tính các phần tử F(i,j) với j-i từ nhỏ ñến lớn 

(không phải là tính các gá trị  F(i,j) từ nhỏ ñến lớn như vẫn thường làm). 

Với cách ñó, khi tính ñến F(i,j) thì ta ñã có F(i,k) và F(k+1,j). 

for m:= 2 to n - 1 do { m = j – i } 
 for i:= 1 to n - m do 
 begin 
  j:= i + m; 

Bước 4: Xác ñịnh bài toán con cơ bản 

for i:= 1 to n do F[i,i]:= 0; 
for i:= 1 to n - 1 do 
 F[i,i+1]:= d[i-1]*d[i]*d[i+1]; 

Bước 5: Truy vết, tìm nghiệm 

ðể tìm lời giải tối ưu, ta sử dụng H(i,j) ghi nhận cách ñặt dấu ngoặc tách 

ñầu tiên cho giá trị F(i,j). Vậy ta tinh chế lại chương trình ở bước 3 và  

bước 4 thành: 

for i:= 1 to n do F[i,i]:= 0; 
for i:= 1 to n - 1 do 

  F[i,j]:= + ∞; 
  for k:= i to j – 1 do 
   F[i,j]:= min(F[i,j],  
 F[i,k] + F[k+1,j] + d[i-1]*d[k]*d[j]); 
 end; 
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begin 
  F[i,i+1]:= d[i-1]*d[i]*d[i+1]; 
  H[i,i+1]:= i + 1; 
end; 
for m:= 2 to n - 1 do { m = j – i } 
 for i:= 1 to n - m do 
 begin 
  j:= i + m; 

Sau ñó, quá trình truy vết tìm nghiệm lại là một hàm Chia ñể trị như sau: 

procedure TruyVet(i,j): string; 
begin 
 if i < j then 
 begin 
  k:= H[i,j]; 
  X:= TruyVet(i,k); 
  Y:= TruyVet(k+1,j); 
  return (X*Y); 
 end 
  else { i = j } 

 return A[i]; 
end; 

(Các chương trình trong bài viết ñược viết trên ngôn ngữ tựa Pascal  

ñể bạn ñọc có thể tự cài ñặt trên một ngôn ngữ cụ thể) 

Liên h �: Nguyễn Tô Sơn – ðHSP Hà Nội: tosonnguyen@gmail.com 

  F[i,j]:= + ∞; 
  for k:= i to j – 1 do 
   if F[i,j] >  
 F[i,k] + F[k+1,j] + d[i-1]*d[k]*d[j]) then 
  begin 
   F[i,j]:=  
 F[i,k] + F[k+1,j] + d[i-1]*d[k]*d[j]); 
   H[i,j]:= k; 
  end; 
 end; 
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